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Abstract. Tulisan ini membahas mengenai definisi dan contoh
dari gelanggang herediter. Penulisan ini merupakan sebuah obser-
vasi.
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1. Pendahuluan
Tulisan ini berisikan mengenai definisi dan contoh dari gelanggang
herediter. Penulisan ini merupakan sebuah observasi.Sebelum memba-
has mengenai gelanggang herediter akan dibahas terlebih dahulu men-
genai barisan eksak dan modul projektif.
2. Definisi Gelanggang Herediter
Konsep barisan eksak dari R-modul dan homomorfisma modul serta
hubungan keduanya dengan jumlah langsung akan banyak digunakan
pada tulisan ini. Berikut definisi mengenai barisan eksak dari R-
modul. Misalkan R suatu gelanggang, barisan dari R-modul dan ho-
morfisma R-modul berikut
. . . −→ Mi−1
fi
−→ Mi
fi+1
−→ Mi+1 −→ . . .
disebut barisan eksak pada Mi jika Im (fi) = ker (fi+1). Barisan
tersebut disebut barisan eksak jika setiap barisan pada Mi merupakan
barisan eksak.
Berdasarkan definisi tersebut dapat diperoleh
1. Barisan 0 → M1
f
→ M merupakan barisan eksak jika dan hanya
jika f bersifat satu-satu.
2. Barisan M → M2
g
→ 0 merupakan barisan eksak jika dan hanya
jika g bersifat pada
3. Barisan 0 → M1
f
→ M
g
→ M2 → 0 disebut barisan eksak jika
dan hanya jika f bersifat satu-satu, g bersifat pada dan Im (f) =
ker (g).
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Jika barisan 0 → M1
f
→ M
g
→ M2 → 0 merupakan barisan eksak
maka barisan tersebut disebut juga barisan eksak pendek dan barisan
tersebut disebut barisan eksak terpisah jika barisan tersebut barisan
eksak dan Im (f) = ker (g) merupakan suku langsung dari M.
Berikut teorema mengenai barisan eksak terpisah.
Teorema 1. Jika barisan 0 → M1
f
→ M
g
→ M2 → 0 merupakan
barisan eksak pendek dari R-modul maka pernyataan berikut ekuivalen
1. Ada homomorfisma α : M → M1 sedemikian sehingga α◦f = 1M1
2. Ada homomorfisma β : M2 → M sedemikian sehingga g ◦β = 1M2
3. Barisan diatas adalah barisan eksak split dan
M ∼= Im (f)⊕ ker (α)
∼= ker (g)⊕ Im (β)
∼= M1 ⊕M2
Alur pembuktian adalah sebagai berikut
Langkah 1 1 → 2 dan 3
Langkah 2 2 → 1 dan 3
Langkah 3 3 → 1 dan 2
Bukti. Langkah 1. Misalkan ada homomorfisma α : M → M1
sedemikian sehingga α ◦ f = 1M1 dan x ∈ M. Perhatikan bahwa
α (x− f (α (x))) = α (x)− (α ◦ f) (α (x))
= α (x)− α (x) = 0
sehingga x− f (α (x)) ∈ ker (α) . Misalkan y = x− f (α (x)) ∈ ker (α)
maka x = y + f (α (x)) dengan x ∈ M, y ∈ ker (α) dan f (α (x)) ∈
Im (f). Karena x sebarang anggota M maka M = ker (α) + Im (f) .
Misalkan a = f (b) ∈ ker (α) ∩ Im (f) maka
0 = α (a) = α (f (b))
= α ◦ f (b)
= b
sehingga f (0) = 0 = a akibatnya ker (α) ∩ Im (f) = 0 jadi M =
ker (α)⊕Im (f) . Pernyataan 3 terpenuhi. Karena g bersifat pada maka
untuk setiap u ∈ M2 ada x ∈ M sedemikian sehingga g (x) = u. Tetapi
karena g tidak bersifat satu-satu maka ada kemungkinan terdapat y ∈
M sedemikian sehingga g (y) = u. Sehingga β didefinisikan dengan
β : M2 → M
u 7→ x− f (α (x)) dengan g (x) = u
Akan diperlihatkan bahwa β terdefinisi dengan baik. Misalkan a, b ∈
M2 dengan a = b, karena g bersifat pada maka ada u, v ∈ M sedemikian
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sehingga g (u) = a dan g (v) = b. Karena a = b maka g (u) = a = g (v)
sehingga g (u− v) = 0. Akibatnya u− v ∈ ker (g) = Im (f) sedangkan
β (a)− β (b) = u− f (α (u))− (v − f (α (v))) ∈ ker (α)
= u− v + (f (α (u))− f (α (v))) ∈ Im (f)
Akibatnya β (a)−β (b) ∈ ker (α)∩Im (f) sehingga β (a)−β (b) = 0. Jadi
β terdefinisi dengan baik. Akan diperlihatkan g ◦ β = 1M2 . Misalkan
x ∈ M2, karena g bersifat pada maka ada u ∈ M sedemikian sehingga
g (u) = x
g ◦ β (x) = g (u− f (α (u)))
= g (u)− g (f (α (u))) karena Im (f) = ker (g)
= g (u)− 0
= x
Jadi g ◦ β = 1M2 sehingga pernyataan 2 terpenuhi.
Langkah 2. Dengan cara yang sama dengan langkah 1 dapat ditun-
jukkan bahwa 2 → 1 dan 3
Langkah 3. Misalkan M ∼= M1 ⊕ M2 maka barisan eksak diatas
menjadi
0 → M1
f
→ M1 ⊕M2
g
→ M2 → 0
a 7→ a + 0
a + b 7→ b
Definisikan
α : M1 ⊕M2 → M1 dan β : M2 → M1 ⊕M2
a + b 7→ a b 7→ 0 + b
Akan diperlihatkan bahwa α◦f = 1M1 dan g ◦β = 1M2 . Ambil x ∈ M1
dan y ∈ M2
α ◦ f (x) = α (f (x)) dan g ◦ β (y) = g (β (y))
= α (x + 0) = g (0 + y)
= x = y
Jadi α◦f = 1M1 dan g◦β = 1M2 sehingga pernyataan 2 dan pernyataan
3 terpenuhi.
Sebelum masuk ke modul projektif perhatikan sifat berikut ini.
Sifat 2. Misalkan R suatu gelanggang, setiap modul atas R merupakan
peta homomorfisma dari suatu R-modul bebas.
Bukti. Misalkan M modul atas R dan {mi}i∈I merupakan himpunan
pembangun bagi M . Misalkan, untuk setiap i, Fi merupakan suatu
modul bebas atas R dengan basis {ei} . Misalkan F = ⊕i∈IFi maka F
merupakan modul bebas atas R dengan basis {ei}i∈I . Definisikan
f : F → M
ei 7→ mi
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Jelas f merupakan homomorfisma yang bersifat pada. Jadi Im (f) =
M sehingga setiap modul atas R merupakan peta homomorfisma dari
suatu R-modul bebas.
Misalkan M modul atas gelanggang R, modul M dikatakan modul
projektif jika untuk setiap diagram homomorfisma modul atas R
-A
g
B - 0
?
M
h
¶/
¶
¶
¶
f
Gambar 1. Diagram 1 modul projektif
dengan barisan homomorfisma A → B → 0 eksak, terdapat homomor-
fisma f : M → A sehingga h = g ◦ f .
Hubungan antara modul projektif dan modul bebas dapat dilihat
berikut ini. Misalkan M suatu modul bebas atas gelanggang R dengan
basisi X. Pandang diagram homomorfisma pada Gambar 1 dengan g
suatu epimorfisma. Untuk menunjukkan M merupakan modul projek-
tif, akan ditunjukkan bahwa ada homomorfisma f : M → A sedemikian
sehingga h = g ◦ f. Misalkan X = {xi}
∞
i=1 dapat diperoleh h (xi) ∈ B
untuk setiap i. Karena g bersifat pada maka ada axi ∈ A sedemikian
sehingga g (axi) = h (xi) untuk setiap i. Definisikan pemetaan
f : F → A
xi 7→ axi
f merupakan homomorfisma. Ambil sebarang y ∈ F , karena X basis
bagi M maka y =
∑
i rixi dengan ri ∈ R untuk setiap i.
(g ◦ f) (y) = (g ◦ f)
(∑
i
rixi
)
= g
(
f
(∑
i
rixi
))
= g
(∑
i
rif (xi)
)
= g
(∑
i
riaxi
)
=
(∑
i
rig (axi)
)
=
(∑
i
rih (xi)
)
= h
(∑
i
rixi
)
= h (y)
sehingga diperoleh g ◦ f = h. Jadi M merupakan modul projektif.
Untuk mempermudah pemeriksaan apakah suatu modul merupakan
modul projektif, dapat digunakan teorema berikut ini.
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Teorema 3. Misalkan R gelanggang dan M R-modul. Pernyataan
berikut ekuivalen
1. Modul M merupakan modul projektif.
2. Setiap barisan eksak 0 → A
f
→ B
g
→ M → 0 adalah barisan eksak
terpisah.
3. Terdapat F modul bebas atas R dan N modul atas R sedemikian
sehingga F ∼= N ⊕M
Bukti.
(1 → 2) Misalkan M modul projektif dan 0 → A
f
→ B
g
→ M → 0
barisan eksak. Perhatikan diagram pada Gambar 2,
-B
g
M - 0
?
M
1M
Gambar 2. Diagram 2 modul projektif
karena M modul projektif maka ada β : M → B sedemikian sehingga
g ◦ β = 1M berdasarkan Teorema 1 barisan eksak di atas merupakan
barisan eksak terpisah.
(2 → 3) Misalkan setiap barisan eksak 0 → A
f
→ B
g
→ M → 0
merupakan barisan eksak terpisah. Karena M R-modul berdasarkan
Sifat 2 terdapat F modul bebas atas R dan epimorfisma g : F → M
sedemikian sehingga Im (g) = M . Misalkan N = ker (g) , karena
ker (g) ⊆ F maka dapat didefinisikan
i : N → F
a 7→ a
yang merupakan monomorfisma sehingga dapat diperoleh 0 −→ N
i
−→
F
g
−→ M −→ 0 dengan Im (i) = ker (g) sehingga barisan terse-
but merupakan barisan eksak, berdasarkan hipotesis diperoleh barisan
tersebut adalah barisan eksak terpisah sehingga diperoleh F ∼= N⊕M.
(3 → 1) Misalkan terdapat F modul bebas atas R dan N modul atas
R sedemikian sehingga F ∼= N ⊕ M akibatnya ada h : F → N ⊕ M
yang isomorfisma. Misalkan
piM : N ⊕M → M dan iM : M → N ⊕M
a + b 7→ b b 7→ 0 + b
sehingga piM ◦iM = 1M . Perhatikan diagram yang terdapat pada Gam-
bar 3
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-ﬀF
h
h−1
α
β
M
?
6
N
⊕
M
iMpiM
Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z}Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z~
Gambar 3. Diagram 3 modul projektif
Definisikan α = h−1 ◦ iM dan β = piM ◦ h. Akan ditunjukkan bahwa
β ◦ α = 1M . Misalkan b ∈ M, tulis 0 + b ∈ N ⊕M. Karena h bersifat
pada maka ada x ∈ F sedemikian sehingga h (x) = 0 + b
β ◦ α (b) = β (α (x)) = β
((
h−1 ◦ iM
)
(b)
)
= β
(
h−1 (iM (b))
)
= β
(
h−1 (0 + b)
)
= β (x) = piM ◦ h (x)
= piM (h (x)) = piM (0 + b)
= b
Jadi β ◦ α = 1M .
Perhatikan diagram pada Gambar 4,
-ﬀ
-U
F
?
β
α
g
kf
V - 0
?
¡ª
¡
¡
¡
¡
M
γ
Gambar 4. Diagram 4 modul projektif
Karena F modul bebas maka F modul projektif. Akibatnya ada f :
F → U sedemikian sehingga g ◦ f = γ ◦ β. Akan diperlihatkan bahwa
ada k : M → U sedemikian sehingga g ◦ k = γ. Definisikan k = f ◦ α,
misalkan m ∈ M
g ◦ k (m) = g (k (m)) = g ((f ◦ α) (m))
= g (f (α (m))) = g ◦ f (α (m))
= γ ◦ β (α (m)) = γ (β (α (m)))
= γ ((β ◦ α) (m)) = γ (m)
Jadi g ◦ k = γ, akibatnya M modul projektif.
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Misalkan R suatu gelanggang, modul VR dikatakan modul herediter
jika VR dan setiap submodulnya modul projektif. Dan R dikatakan
gelanggang herediter kanan jika setiap ideal kanan dari R merupakan
modul projektif atas R, dengan kata lain modul RR merupakan hered-
iter. Jika R merupakan gelanggang herediter kanan dan gelanggang
Herediter kiri maka R dikatakan herediter.
3. Contoh Gelanggang Herediter
Berikut contoh mengenai gelanggang herediter
Contoh 4. Misalkan Z gelanggang integer, Q lapangan hasil bagi dari
Z dan R subring dari M2 (Q) dengan
R =
(
Z Q
0 Q
)
R merupakan herediter kanan tetapi bukan herediter kiri.
Penyelesaian. Ada 2 tahap penyelesaian, pertama menunjukkan R
adalah herediter kanan dan yang kedua menunjukkan R bukan hered-
iter kiri. Misalkan N =
(
0 Q
0 0
)
dan V =
(
0 0
0 Q
)
.
Tahap pertama. N dan V merupakan ideal kanan dari R karena
untuk sebarang
(
r1 r2
0 r3
)
∈ R dan sebarang
(
0 n1
0 0
)
∈ N , men-
gakibatkan
(
0 n1
0 0
)(
r1 r2
0 r3
)
=
(
0 n1r3
0 0
)
, karena Q lapangan
dan n1, r3 ∈ Q maka n1r3 ∈ Q akibatnya
(
0 n1r3
0 0
)
∈ N demikian
juga untuk V. Akan ditunjukkan bahwa N dan V merupakan ideal
minimal di R. Misalkan T ideal kanan dari R dengan 0 ⊆ T $ N dan
misalkan
(
0 t
0 0
)
∈ T ,
(
r1 r2
0 r3
)
∈ R. Karena T ideal kanan dari
R maka
(
0 t
0 0
)(
r1 r2
0 r3
)
=
(
0 tr3
0 0
)
∈ T sehingga agar T 6= N
satu-satunya pilihan untuk t adalah 0, sehingga T = 0 akibatnya N
merupakan ideal kanan minimal. Demikian juga dengan V . Jadi
N dan V merupakan ideal kanan minimal dari R. Selanjutnya akan
ditunjukkan bahwa VR merupakan modul projektif. Perhatikan dia-
gram pada Gambar 5, ambil v ∈ VR maka h (v) ∈ B, karena g bersifat
pada maka a ∈ A sedemikian sehingga g (a) = h (v) sehingga dapat
didefinisikan pemetaan
f : VR → AR
v 7→ a dengan g (a) = h (v)
Akan ditunjukkan f terdefinisi dengan baik, misalkan v, w ∈ V dengan
v = w maka h (v) = h (w) ∈ BR karena g bersifat pada maka ada
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-
AR
a
g
BR
h(v)
- 0
?
v
VR
h
¶/
¶
¶
¶
f
Gambar 5. Diagram 5 modul projektif
a, b ∈ AR sedemikian sehingga g (a) = h (v) dan g (b) = h (w) akibatnya
g (a) = h (v) = h (w) = g (b) berdasarkan definisi f diperoleh f (a) =
v = w = f (b) , sehingga f (a) = f (b). Jadi f terdefinisi dengan
baik. Akan ditunjukkan bahwa f merupakan homomorfisma, misalkan
u, v ∈ V maka h (u) , h (v) ∈ B, karena g bersifat pada maka ada
a, b ∈ A sedemikian sehingga g (a) = h (u) dan g (b) = h (v) akibatnya
f (u) = a dan f (v) = b. Perhatikan
g (a + b) = g (a) + g (b)
= h (u) + h (v)
= h (u + v)
berdasarkan definisi f , diperoleh
f (u + v) = a + b
= f (u) + f (b)
dan untuk r ∈ R
g (ar) = g (a) r
= h (u) r
= h (ur)
berdasarkan definisi f , diperoleh
f (ur) = ar = f (u) r
Jadi f merupakan homomorfisma. Akan ditunjukkan bahwa g◦f = h,
g ◦ f (v) = g (f (v))
= g (b) = h (v)
sehingga g ◦ f = h. Jadi VR merupakan modul projektif. Jelas VR ∼=
NR, karena pemetaan
g : NR → VR(
0 q
0 0
)
7→
(
0 0
0 q
)
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merupakan isomorfisma. Sehingga NR juga merupakan modul projek-
tif. Karena VR dan NR merupakan modul projektif maka ada FR dan
GR modul bebas dan CR dan DR sedemikian sehingga F ∼= V ⊕C dan
G ∼= N ⊕D, akibatnya
F + G = (V ⊕ C) + (N ⊕D)
= (V + N)⊕ (C + D)
karena F + G juga merupakan modul bebas maka V + N juga meru-
pakan modul projektif. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ideal
kanan dari R yang memuat N + V tetapi tidak sama dengan N + V
juga merupakan modul projektif. Sebelumnya perhatikan hal berikut,
setiap ideal kanan dari R yang memuat N+V tetapi tidak sama dengan
N + V akan memiliki bentuk
(
zZ Q
0 Q
)
dengan 0 6= z ∈ Z karena
untuk N + V $ I, misalkan
(
z q1
0 q2
)
∈ I dan
(
r1 r2
0 r3
)
∈ R
diperoleh
(
z q1
0 q2
) (
r1 r2
0 r3
)
=
(
zr1 zr2 + q1r3
0 q2r3
)
∈ I, sehingga
I merupakan ideal kanan dari R. Jelas IR ∼= RR karena pemetaan
g : IR → RR(
za b
0 c
)
7→
(
a b
0 c
)
merupakan suatu isomorfisma. Karena RR merupakan modul bebas
maka RR modul projektif sehingga IR juga merupakan modul projek-
tif. Tahap terakhir untuk menunjukkan R Hereditary kanan adalah
menunjukkan ideal kanan yang memuat N atau V tetapi tidak sama
dengan N atau V merupakan modul projektif. Misalkan I ideal kanan
dari R dengan N " I sehingga I ∩N = 0, akibatnya I +N merupakan
ideal kanan yang memuat N. Perhatikan diagram pada Gambar 6.
-A
a
g
B
h(i + n)
- 0
?
i + n
I + N
h
¶/
¶
¶
¶
f
Gambar 6. Diagram 6 modul projektif
Ambil i + n ∈ I + N maka h (i + n) ∈ B, karena g bersifat pada
maka a ∈ A sedemikian sehingga g (a) = h (i + n) sehingga dapat
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didefinisikan pemetaan
f : I + N → A
i + n 7→ a dengan g (a) = h (i + n)
Akan ditunjukkan f terdefinisi dengan baik, misalkan i1+n1, i2+n2 ∈ V
dengan i1 + n1 = i2 + n2 maka h (i1 + n1) = h (i2 + n2) ∈ BR karena
g bersifat pada maka ada a, b ∈ AR sedemikian sehingga g (a) =
h (i1 + n1) dan g (b) = h (i2 + n2) akibatnya g (a) = h (i1 + n1) =
h (i2 + n2) = g (b) berdasarkan definisi f diperoleh f (a) = i1 + n1 =
i2 + n2 = f (b) , sehingga f (a) = f (b). Jadi f terdefinisi dengan
baik. Akan ditunjukkan bahwa f merupakan homomorfisma, misalkan
i1+n1, i2+n2 ∈ I+N maka h (i1 + n1) , h (i2 + n2) ∈ B, karena g bersi-
fat pada maka ada a, b ∈ A sedemikian sehingga g (a) = h (i1 + n1) dan
g (b) = h (i2 + n2) akibatnya f (i1 + n1) = a dan f (i2 + n2) = b. Per-
hatikan
g (a + b) = g (a) + g (b)
= h (i1 + n1) + h (i2 + n2)
= h ((i1 + n1) + (i2 + n2))
berdasarkan definisi f , diperoleh
f ((i1 + n1) + (i2 + n2)) = a + b
= f (i1 + n1) + f (i2 + n2)
dan untuk r ∈ R
g (ar) = g (a) r
= h (i1 + n1) r
= h ((i1 + n1) r)
berdasarkan definisi f , diperoleh
f ((i1 + n1) r) = ar = f (i1 + n1) r
Jadi f merupakan homomorfisma. Akan ditunjukkan bahwa g◦f = h,
g ◦ f (i1 + n1) = g (f (i1 + n1))
= g (a) = h (i1 + n1)
sehingga g ◦ f = h. Jadi I + N merupakan modul projektif, sehingga
setiap ideal kanan dari R merupakan modul projektif, akibatnya R
merupakan Heridtary kanan.
Tahap kedua. Telah diperlihatkan bahwa N merupakan ideal kanan,
dengan cara yang sama dapat diperlihatkan bahwa N juga merupakan
ideal kiri, sehingga N merupakan ideal dua sisi di R. Demikian juga
dengan V , dapat ditunjukkan bahwa V merupakan ideal dua sisi,
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sehingga A = N+V merupakan ideal dua sisi di R. Akan diperlihatkan
bahwa ∩∞n=1nR = A = AR, perhatikan bahwa
1R ∩ 2R ∩ 3R ∩ . . . = 1
(
Z Q
0 Q
)
∩ 2
(
Z Q
0 Q
)
∩ 3
(
Z Q
0 Q
)
∩ . . .
=
(
Z Q
0 Q
)
∩
(
2Z Q
0 Q
)
∩
(
3Z Q
0 Q
)
∩ . . .
=
(
0 Q
0 Q
)
= N + V = A
karena A merupakan ideal di R maka A = Ar untuk setiap r ∈ R
sehingga A = AR. Jadi ∩∞n=1nR = A = AR. Selanjutnya akan diper-
lihatkan bahwa jika F modul kiri atas R yang bebas maka ∩∞n=1nF =
AF. Misalkan F merupakan modul kiri atas R yang bebas dengan
X = {xi}i∈I basis bagi F . Perhatikan bahwa
1F ∩ 2F ∩ 3F ∩ . . . =
∑
i∈I
(
Z Q
0 Q
)
xi ∩ 2
∑
i∈I
(
Z Q
0 Q
)
xi
∩ 3
∑
i∈I
(
Z Q
0 Q
)
xi ∩ . . .
=
∑
i∈I
(
Z Q
0 Q
)
xi ∩
∑
i∈I
(
2Z Q
0 Q
)
xi
∩
∑
i∈I
(
3Z Q
0 Q
)
xi ∩ . . .
=
∑
i∈I
(
0 Q
0 Q
)
xi = AF
Jadi ∩∞n=1nF = AF. Selanjutnya akan diperlihatkan bahwa R bukan
merupakan herediter kiri. Untuk menunjukkan R bukan herediter kiri
cukup dengan menunjukkan ada ideal kiri dari R yang bukan modul
projektif. Andaikan RN modul projektif maka ada F modul kiri atas
R yang bebas dan RW sedemikian sehingga F = N ⊕W, perhatikan
bawah
N = ∩∞n=1nN ⊆ ∩
∞
n=1nF = AF
sehingga AF = AN ⊕ AW akibatnya untuk setiap y ∈ AF , y dapat
ditulis dalam y = a + b dengan a ∈ AN dan b ∈ AW. Misalkan
a =
(
0 a1
0 a2
)(
0 n1
0 0
)
dan b =
(
0 b1
0 b2
)
w dengan
(
0 a1
0 a2
)
,
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0 b1
0 b2
)
∈ A,
(
0 n1
0 0
)
∈ N dan w ∈ W sehingga
y = a + b =
(
0 a1
0 a2
)(
0 n1
0 0
)
+
(
0 b1
0 b2
)
w
=
(
0 0
0 0
)
+
(
0 b1
0 b2
)
w ∈ 0 + AW = AW
sehingga AF = AW kontradiksi dengan F = N ⊕W dan N 6= 0. Jadi
haruslah RN bukan modul projektif, akibatnya R bukanlah herediter
kiri.
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